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SAFSIZLIK iICEREN KURESEL KUANTUM NOKTASININ ELEKTRONIK
YAPISI

oz
Bu calismada, kiire i¢indeki bir serbest parcacigin Schrodinger denklemi,
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak  ¢o6ziilmiistir.  Coziimler, Bessel

fonksiyonlarinin analitik ¢ozlimleriyle karsilagtirllmis ve ¢ozliimlerin biiyiik

duyarlilikla uyum igerisinde oldugu goriilmiistiir.

Anahtar Soézciikler: Sonlu elemanlar yontemi, kuantum nokta, kuantum

kuyusu.
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ELECTRONIC STRUCTURE OF THE SPHERICAL QUANTUM DOT
WITH AN IMPURITY

ABSTRACT

In this study, free particle in a spherical well of Schrédinger equation is
solved by using Finite Element Method (FEM). The solutions are compared with
analytic solution, Bessell functions and it’s seen that solutions are in accordance with

great accuracy.

Key Words: Finite element methods (FEM), quantum dot, quantum well.
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BOLUM BIiR

GIRIS

Nanometre basamagindaki diisiik boyutlu sistemler, son yirmi yildir yogun
madde fiziginde yeni bir arastirma alani olusturmaktadir. Kuantum kuyular, telleri
ve noktalar1 gibi bu diisiik boyutlu sistemlerin iiretimindeki teknolojik ilerlemeler,
daha ileri aygitlari, 6rnegin ¢ok daha hizli bilgisayarlar1 miijdelediginden, ilgiyi
lizerine ¢gekmeyi basarmistir. Atomlara benzer boyle sistemler, insan yapimi yapidir
ve laboratuarlarda tasarlanip lretilmektedir. Yiiktastyicilari, kuantum mekaniksel
olarak, tiim uzaysal yonlerde hapsedilir ve bdylelikle ¢ok kiiciik yariiletken yapilar
anlayabilmek umulur. Bu yapilarda dogal uzunluk 0&lgegi, birka¢c nanometre
basamagindadir ve ¢ogunlukla sifir boyutlu cisimler veya kuantum noktalar1 olarak
adlandirilir. Bu dlgekteki bir sistemde kuantum etkileri, kendini giiclii olarak gdsterir.
Bu nedenle de kuantum noktalari, alisilmis benzerlerinden oldukca degisik, yeni
fiziksel etkiler gostermektedir. Bu yiizden son zamanlarda, kuramsal ve deneysel
arastirmalarin ¢ogunda, bu sistemlerin ¢esitli fiziksel Ozelliklerini anlamak ve
incelemek i¢in calisilmaktadir. Bu o6zelliklerin basinda da elektronik 6zellikleri

gelmektedir (Kervan, 2004).



BOLUM iKi

KUANTUM NOKTALAR VE SONLU ELMANLAR YONTEMI

2.1 Kuantum Noktalarinin Yapisi ve Deneysel Olarak Olusturulmasi

Kuantum noktalari, iic uzay boyutunda kuantum mekaniksel olarak
hapsedilmis, sifir boyutlu sistemlerdir. Bu yapilarda dogal uzunluk o6l¢egi, dev
atomlarla benzer 6l¢iiliirde, birka¢ nanometre basamagindadir. Tipki dogal atomlar
gibi, istenildiginde degistirilebilen elektron sayisi igerir. Enerji diizeyleri kararlt olup
spektrumu kesiklidir. Bu yiizden kuantum noktalar1 kimi kez yapay atom olarak
anilir. Tipki dogal bir atomdaki gibi, bir kuantum noktasinda da elektronlar,
merkezcil bir yere dogru ¢ekime ugrar. Baska bir deyisle, bu kuantum noktasinda

elektronlar, aslinda bir potansiyel kuyusuna tikilmistir.

Son yirmi yildir, kuantum noktalarina olan ilginin azalmayarak siirmesinin
nedenlerinden birincisi, dogal uzunluk 6l¢eginin nanometre basamaginda olmasidir.
Bu nedenle kuantum noktasina, kuantum mekaniginin ¢alisildig1 bir laboratuar gibi
bakilir. Bu laboratuara da, kuantum mekanigini sinamak i¢in gorkemli bir alan olarak
yaklasilmaktadir. Ikincisi, belki daha 6nemlisi, kuantum nokta sistemleri, ¢ok ilging
ve ayni zamanda hacimsel benzerlerinden olduk¢a degisik bir¢ok fiziksel etki
gostermektedir. Ayrica kuantum nokta yapilarini, iki ve i boyutta anlamak
olanaklidir; bu yapilar degisik bigim ve 0Olgiilerde iiretilebilir. Bu 6rnek esnekligi ve
yeni fiziksel etkiler, kuantum nokta yapilarini, ¢ok hizli sistemler olan mikro

elektronik aygitlarda uygulayim agisindan umut verici kilar.

Kuantum noktalari, ii¢ yonde tikilmis nanoyapilar oldugu i¢in, kuantum kuyusu ve
kuantum tellerinden mantiksal olarak ilerlemeyi gosterir. 1970’lilerin baslarinda,
boyutu ikiye sinirlandirilmis, kuantum kuyulart olarak adlandirilan sistemlerin
elektronik yapilar iizerinde arastirmalar bagladi. Boyle bir kuantum kuyusunda
elektronlar, yalnizca iki uzaysal yonde hareket edebilir. Diger yondeki hareket,
yasaklanmistir. Bu yiizden kuantum kuyu yapisinda, elektronlar iki boyutumsu

elektron gazi olusturuyor, denir. Kuantum kuyusu, yiiksek enerjili iletkenlik bandina



sahip iki yariiletken katman arasina yerlestirilmis, ¢ok ince, diiz bir yariiletken
katmandan olusur. Iki malzemenin iletkenlik bandi enerjileri arasindaki ayrim,
elektronlar1 ince bir katmana hapseder. Genel olarak kuantum kuyular1 olusturmak
icin kullamlan malzeme, GaAs’dir. Bariyer olarak kullamlan da Al;,Ga,As’ dir.
Kuantum kuyulari, ¢esitli aygitlarda kullanilmaktadir. CD ¢alarlarda kullanilan lazer
diyotlar ile uydu televizyonlarinda kullanilan mikrodalga alicilar, bunlara 6rnektir

(Jie, 2002).

1980’lilerin baslarinda teknolojideki hizli ilerleme, elektronlari, kuantum telleri
olarak adlandirilan bir boyutlu yapilara hapsetmeyi olanakli kilmigtir. Kuantum
telleri, kuantum kuyusu iceren bir Ornekte kazima yaparak, cizgiler bi¢iminde
tiretilir. Kuantum telindeki elektronlar, tek bir yonde serbestce hareket ederken, diger
iki yondeki hareketleri smirlandirilmistir. Elektronlarin bdyle bir sistemi, bir

boyutumsu elektron gazi olarak adlandirilir (Chuu, Hsiao, ve Mei, 1992).

Kuantum noktasindaysa, elektronlar, hicbir serbestlik yoOniine sahip degildir.
Elektronlarin de Broglie dalgaboyu, bu sistemlerin kuantum etkilerini sasirtic1 yapan
hapsedilme uzunlugu ile ayni uzunluk Oo6l¢egindedir. Bir kuantum noktasinin
hapsedilme uzunlugu, iic yonde de aym1 basamaktaysa, li¢ boyutumsu kuantum
noktasi veya basit olarak, li¢ boyutlu kuantum noktasi olarak adlandirilir. Eger 6zel
bir yonde hapsedilme uzunlugu, diger iki yone baktigimizda kiiciik olursa, bu sistem,

iki boyutumsu kuantum noktasi olarak adlandirilir.

Ozetle, elektronlarin veya hollerin, ince bir yari iletken katmana hapsedilmesiyle
saglanan boyuttaki azalmanin, elektron hareketinde 6nemli degisikliklere yol actigi
goriiliir. Bu adimlama, elektronlarin ¢evresindeki boyutu, iki boyutlu kuantum
kuyusundan bir boyutlu kuantum teline, oradan da sifir boyutlu kuantum noktasina
azaltmakla gelistirilebilir. Bu durumda boyut, elektronlarin hareketindeki serbestlik
derecesi sayisini gosterir. Genellikle bir kuantum kuyusundaki elektronlar, bir yonde
hapsedilmis olmasina karsin, kuantum telinde iki yonde hapsedilmistir. Bdylece
serbestlik derecesi bire inmistir. Kuantum noktasindaki elektronlarsa, her {ic yonde
de hapsedilmis oldugundan, serbestlik derecesi sifira inmistir. Serbestlik derecébi,

“S”; hapsedilmis yonlerin sayisi, “H” ile gosterilirse, biitiin katihal sistemleri i¢in,

S+H=3



esitligi yazilabilir. Olabilecek dort deger ¢ifti, Tablo 1.1°de gosterilmistir. Azaltilmis
boyutlu sistemleri, hapsedilmis yonlerin H sayisindansa, elektron hareketinde geri

kalan S serbestlik derecesi sayisiyla adlandirmak, gérenek olmustur.

Tablo 1.1 Cesitli yapilar i¢in, hapsedilmis yon ve serbestlik derecesi sayilari

SISTEM H S
Hacimsel 0 3
Kuantum kuyusu 1 2
Kuantum teli 2 1
Kuantum noktasi 3 0

Kuantum noktalari, bircok yontem kullanilarak iiretilebilir. Ancak baglica
amag, elektronlar, kiiciik bir bolgeye hapsetmektir. Bu hapsetmeyi yapmanin bir
yolu, Ornegin metal plakayr yalitictyla kaplayarak, malzemenin sinirlarin
kullanmaktir. Ayni1 zamanda, elektrik alan uygulanarak, elektronlarin hareketleri,
yariiletken i¢inde kiiciik bir bolgeye kisitlanabilir. Kuantum noktalarini iiretmek i¢in
kullanilan yontemlerin ¢ogunda baslangic noktasi, yariiletken bir kuantum
kuyusunda iki boyutlu elektron gazinin olusturulmasidir. Bir kuantum nokta yapisi,

simdi ek yanal sinirlamalar uygulanirsa, boyle bir sistemden olusur.

2.2 Sonlu Elemanlar Yontemi
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Sonlu elemanlar yontemi; mihendislik, fizik ve matematigin ¢esitli
alanlarinda karsimiza cikan, tanimlanmis kismi diferansiyel denklemlerin ya da
cesitli  fiziksel problemlerin  ¢6ziimiinde kullanilan  sayisal — ¢dziimleme

yontemlerinden birisidir (Sarikurt ve Kurali, 2004).

Bu yontemin temelini olusturan diisiince, calisma bolgesini, diferansiyel
denklemin yaklasik olarak ¢oziimiinii saglayan bir¢ok kiiciik altbolgeye bolmektir.
Her bir bolge i¢in elde edilen ¢ézlimler bir araya getirilerek, problemin biitliin ¢6ziim

bolgesi lizerinden davranisi belirlenir (Pask, Klein, Sterne, ve Fong, 2001).

Global Eleman

[

I
e 3 L5
Lokal Eleman Nod

Ortak Nod

I
—» Nod Diiseyi

Sekil 2.1 Sonlu elemanlar yonteminde gegen kavramlarin betimlenmesi.

Sekil 2.1’de de goriildiigii gibi, ¢alisma bolgesi dnce sonlu global elementlere
ayrilir ki bu global elementler, ortak nodlarla birbirine baglanir. Ayn1 bigimde, global

elemanlar da nodlar yardimiyla, sonlu sayidaki lokal elementlere ayrilir.
Sonlu elemanlar yonteminin iki temel 6zelligi soyledir:
1) Sonlu elemanlar {izerindeki fiziksel alanin pargali yaklagimi, basit yaklasim

fonksiyonlarindan bile daha kusursuz bir sonug saglar. Eleman sayisi artirildikca

daha dogru ve kesin sonugclar elde edilir.

2) Yaklagimin yerelligi, kesiklestirilmis bir problem i¢in sparse denklem
sistemine gotiiriir. Elde edilen bu yeni denklem sistemi, ¢ok sayida ortak nod

bilinmeyeni igeren problemlerin ¢oziimiinii kolaylastirir.

€
S

Bir koordinat sisteminde bagibos duran, sayisindaki noktadan polinom
gecirmek istedigimizde, ayni sayida baz fonksiyonu gereksinimi, kendini gosterir.

Baz fonksiyonlar1 olarak trigonometrik fonksiyonlar ya da Bessel fonksiyonlar1 gibi



0zel fonksiyonlar kullanilabilirse de genelde polinomlar yeglenir. Caligma bolgesini
hi¢ global elemanlara ayirmadan, tiimiiyle lokal elemanlara ayirabilir, elde edilen
nodlardan polinom geg¢irebilirdik ki bu yontemin adi, sonlu farklar yontemidir.
Ancak bu kez, eldeki biiyiik nod sayis1 icin tiiretilecek polinomun derecesi ¢ok

yiiksek olacagindan, islemler zorlasacaktir.
Bu bilgiler 1s181nda, sonlu elemanlar yonteminde izlenecek yol soyledir:

Oncelikle ¢dziim bolgesi, sonlu sayida global elemana ayrilir, ayn1 bigimde,
global elemanlar da sonlu sayida lokal elemana ayrilir. Sinir ve ortak nodlart da 6zel
adli nodlar olarak ele alirsak, her biri bir nod diiseyindeki noktalarin, bu diisey
tizerinde nerede oldugunu bulma amacindayiz; noktalar konumlandirilir: “i”,
noktanin bir ayagiin i. nodda oldugunu belirtmek ve “S;” de diger ayaginin nerde
oldugunu bilmedigimizi gdsteren bir degisken olmak iizere, nokta suradadir: (i, S;).
Bundan sonra, baz fonksiyonlar1 ve yeri tam olarak belli olmayan bu noktalarin
kullanimiyla, olas1 polinomlar belirlenir. Her bir noddaki nokta ve baz fonksiyonlari,
oradaki lokal eleman1 tanimlar. Her bir lokal eleman i¢in, lokal eleman1 tanimlayan
katsayilar matrisi belirlenmelidir. Katsayilar matrisini belirlemekte kullanilan bir¢ok
yontemden en uygun olanlari, varyasyonel metod ile Galerkin yontemidir. Biitiin
¢Oziim bolgesinde global denklem sistemini bulabilmek i¢in, tiim lokal eleman
matrisleri bir araya getirilmelidir. Diger bir deyisle, kesiklilik i¢in kullanilan biitiin
lokal elemanlarin yerel denklemleri birlestirilmelidir. Lokal eleman denklemleri
bulunurken g6z Onilinde tutulmayan siir kosullari, ¢6ziim oOncesinde sisteme
uygulanmalidir. Denklem sistemi, matrisin sparse ve simetrik olma o6zellikleri goz
Oniline alinarak ¢oziiliir. Cozliim i¢in dogrudan yontemler ya da iterasyon yontemleri
kullanilabilir. Matrisin ¢6ziimiinden elde edilen 6zfonksiyonlarin nod degerleri,

¢Oziimiin bir sonucu olarak ortaya konulur.

Tiim bunlarin sonunda nod degerleri ve baz fonksiyonlar1 kullanilarak her bir

lokal elemanin i¢indeki Olgiilebilir fiziksel nicelikler belirlenebilir.



2.3 Baz fonksiyonlar:

Yaklasik ¢6ziim, sonlu boyuttaki fonksiyon uzayinda aranir. Bu uzay, baz

fonksiyonu takimi ile tanimlanabilir.
{9,9,,....0x } (N, uzayin boyutunu gosterir)

Baz fonksiyonlarinin temel Ozelligi, uzaym herhangi bir iiyesinin, baz
fonksiyonlarmin dogrusal bir bilesimi olarak ifade edilebilmesidir. z, deneme

uzayinda aranan herhangi bir u(z) fonksiyonuna yaklasim, su bicimdeki U(z) ile

gosterilir,

Burada ¢, say1; U(z), deneme fonksiyonudur.

2.3.1 Bir Boyuttaki Baz Fonksiyonlarin Secimi

Deneme uzayi, genellikle sonlu boyuttaki polinom uzay1 olarak segilir. Bu,
esas olarak polinomlarin uygunlugundan ileri gelmektedir. Ciinkii polinomlarin
tanimlanmasi kolaydir ve iyi bilinen 6zelliklere sahiptir. N boyutlu bir polinom
uzayimin se¢imi, baz fonksiyonlarinin polinom oldugunu gdsterir. n. dereceden bir
polinom wuzayt i¢in polinomun boyutu, N = n+1’dir ve temel bir kiime,
{1,z,z°,...,z""" V’dir. Bununla birlikte herhangi bir dogrusal vektdr uzay icin tek bir
temel kiime yoktur. Baz fonksiyonlarinin se¢iminde esneklik vardir. Polinom

uzaylari i¢in, baz fonksiyonu olarak Lagrange polinomlarinin se¢imi uygundur.

Ornegin, Q=[w,,w,] iizerinde tanimli (N-1). derece polinomlarmnin z, uzayi

incelensin. Burada ), diferansiyel denklemin c¢alisma alanimi belirtir. Lagrange
polinomlar1, € bolgesi i¢indeki N tane farkli nokta kiimesine gore tanimlanir. Bu

noktalar, "nod" olarak adlandirilir ve {z,,z,,....,z, } ile ifade edilir. (N-1). derece
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polinomu, her bir z, ile iligkilidir ( j=12,..N ) Polinom, z=z,’de bir degere

sahipken diger tiim z, nodlarinda i # j oldugundan, sifirdir.

¢i(2j):6ij (2.1)
Bir boyutta ¢,(z) ’leri bulmak i¢in, denklemin ¢aligma uzay1 olan [za,zb],
[0,1] araliginda alinabilir.

Calisma uzayinda, N-1 sayida ortak nod belirlensin. Boylece uzay, N sayida

global elemana ayrilacaktir. “Q” ile gosterilen her bir global eleman, uzayda,

(—‘] ];1 ,éj arasinda yer alacaktir. Uzaydaki bu global elemanlarin esit uzunluklu

olmas1 gerekmez (Islem kolaylig1 acisindan esit uzunluklu olarak alinmistir.).

Baz fonksiyonlari, z uzayinda Q= [-1,1] araliginda olusturulsun. Bu uzay da
N, tane nod ile lokal elemana ayrilsin (N, >2). Yani z uzayi, N, tane nodla,

N, —1 lokal elemana ayrilir.

Bu uzayda ¢,(z;)=4, baz fonksiyonlart olusturulup bu fonksiyonlar,

ol¢eklenmis uzayin global elemanlarma (Q2,,Q,,...,Q, ) tasinir.

Olusturulan baz fonksiyonlart N, tanedir ve bunlar z"“'. dereceden
polinomdur.
(2.1) kosulunu saglayacak bi¢cimdeki fonksiyon se¢imi sdyle olabilir :
Ny
#e)=AllG-2) U0 (22)
A, ’ler, normalizasyon katsayilaridir.
Ny
#le)=AllG-z) G0 23)
(2.1) denkleminden,
Ny

S (@)=A]]GE-z) (=)



R — (j#i) (2.4)

0 (2)=——Tl(z-2) (i#) (Li=12..N,) (2.5)

z;, z uzayinda j. nodun konumudur.

o ()= T 2% (2.6)
j=1(3#) (Zi —Z )

z uzayinda, degisik nod sayilar i¢in elde edilen baz fonksiyonlari, asagida

verilmistir:

Sekil 2.2 z uzaymin bire kesilmesi (No= 2)

ile bu uzayda elde edilen baz fonksiyonlari



LAt

0.6

a,.r“ 0.4
/ 0.2 / \

10

-1 .

0 g

Sekil 2.3 z uzaymin ikiye kesilmesi (Ny = 3)

ile bu uzayda elde edilen baz fonksiyonlar

Fl)

ki

a

/ 2 |
_\j 02

C
L+

Sekil 2.4 z uzaymin iige kesilmesi (No =4)

ile bu uzayda elde edilen baz fonksiyonlari
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Sekil 2.5 zuzayinin dorde kesilmesi (Ny = 5)

ile bu uzayda elde edilen baz fonksiyonlari

2.3.2 Bir Boyutta Parcali Dogrusal Baz Fonksiyonlarinin Bulunmasi

Parcali dogrusal baz fonksiyonlari, bir boyutlu Q=(0,1) calisma alaninda
arastirilsin. Bu ¢alisma bolgesi de ii¢ global elemana ayrilsin (Q,,Q,,Q,). Pargal
baz fonksiyonlarini bulmak ig¢in, her bir global elemana iliskin baz fonksiyonlari

kullanilir. Yerel baz fonksiyonlar1 olusturmak iginse parent baz fonksiyonlarindan

yararlanilir.

A
i

Parent bazlar {¢ }, Q= (—1,1) parent 6gesi iizerinde tanimlansin.

Q=(0,1)
Q, €, 0, i

Sekil 2.6 Ug global elemanl: ¢alisma uzay1 ve dogrusal baz

fonksiyonlari
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(2.6) denklemine benzer bicimde, parent bazlar, asagidaki gibi yazilabilir.

P S S WS PRV SR P
0(E) =T E )=k ()5 0-9) @7

P ey 576 _&-CD_1 AR
(0) =g =22 = (e )2 (9= 50+ 038)

Her bir Q, global elemanina iligkin olan yerel baz fonksiyonlari, O parent

elemaninin her bir Q, global elemanina, 2 (&) ile belirtilen doniisiim altinda

dagitilmasiyla tanimlanir. DOniisiimiin yapilabilmesi i¢in z’nin &’ye bagh

betimlemesi elde edilmelidir.
ZU) (g) _ a(j)a +pt (2.9)
20 (<1) = —al 4 b = i-1
N
20 (1) a0 4 b0 = ﬁ
SGNUC i (2.10)
2N 2N

Bulunan (2.10) denklemleri, (2.9) denkleminde yerine yazilirsa ;

0oy 1. (2i-1)

z (g)_ZNg+ N (2.11)
Ve

£V (z)=2Nz+(1-2j) (2.12)

elde edilir.
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Q=(-1.1)

Sekil 2.7 [—1,1] araliginda elde edilen baz fonksiyonlarin, ¢calisma

uzayina dagitilmasi.

N=3 j=1,2,3
z(l)(ﬁ,):%ﬁ&% =& (z)=62-1 (2.13)
@(ey_le 3 @ ()
z (&)—g§+g =& (Z)—6Z—3 (2.14)
G gy Lle S G () =
z (é)—g§+g =& (Z)—6Z—5 (2.15)

Yukarida, sag yandaki ii¢ esitlik, her bir global eleman icin z—>¢&

doniistimiidiir.
0 (2)=4, " (2)] (2.16)

Her bir global elemana iliskin yerel baz fonksiyonlari, (2.7) ve (2.8)

denklemleri kullanilarak elde edilebilir.

0 ()=, (£ (2)) =(1-62+1) 2= 0" (2) =1 =32
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1+6z 1/2:>¢ () 3z

()=

'(2))=(1-62+3)/2= ¢ (z) =23z
/(2))=(1+62-3)/2= ¢ (2) =32-1
()=

))=(1-62+5)/2= ¢\’ (2)=3-3z

Yerel baz fonksiyonlari, ortak nodlarda birlestirilerek, global baz
fonksiyonlar1 (¢, ’ler) elde edilir.

T o @, -
-
. I-"'u__ _"_,,.-'
- i ) e -‘-"*-.__
i bt " - F’ . L]
g g Z
2 Z2,=2 Fiyist]
Sekil 2.8 Parcali baz fonksiyonlari.
Parcali baz fonksiyonlari,
({)El) (z) ,zeQ,
, (z) = (2.17)
0 ,z diger
&)(21) (z) ,ZeQ,
0, (Z): &)&2)(2) ,zeﬁ2 (2.18)
0 ,z diger
&)(22) (z) ,zeQ,
0,(2)=10"(2) ,zeQ, (2.19)
0 ,z diger
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(T)(;)(z) ,zeQ,
¢:(2)= (2.20)
0 ,z diger
bi¢cimindedir. Bulunan yerel baz fonksiyonlar1 degerleri kullanilarak, pargali baz

fonksiyonlari, su bigcimde de yazilabilir:

1-3z  ,0<z<1/3

¢1(Z): ‘ (2.21)
0 ,z diger
3z ,02z<1/3

¢2(z)= 2-3z ,1/3<£2<2/3 (2.22)
0 ,z diger
3z—-1 ,1/3<z<2/3

(|)3(z): 3-3z ,2/3<z<I1 (2.23)
0 ,z diger

3z-2 ,2/3<z<1

0, (2) —{ . (2.24)
0 ,z diger

2.3.3 Yiiksek Dereceli Bazlar

Yiiksek dereceli, sonlu elemanlar bazlari; tanimlanacak olan, bagimsiz, parent

baz fonksiyonlarindan baslayarak olusturulur.

Omek olarak, yine bir boyutta Q=(0,1) calisma alani i¢in, bu kez ikinci

dereceden, parent baz fonksiyonlar1 bulunsun. Caligma alani, bir 6nceki boliimde
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oldugu gibi, gene ii¢ global elemana ayrlsin (Q,,Q,,Q,). {(131} parent bazi da,

Q= (—LI) parent eleman iizerinde tanimlansin.

Q=(0,1)
| Q | ), Q,

Sekil 2.9 Calisma uzay1 ve parabolik baz fonksiyonlari

Parent bazlar,

In . (a_éz) (‘g_‘%s) _ (&—0) (?:—1) :>" __l _
O T m e rmer L IC R LG D

In _ (g_g) (é_éﬁ) _(§+1)(§_1):>" —(1+ _
0= e ) (oo R @=0+80-8) @20

8 (Bm8) (EE-0) 1
¢3(§)_(§3—§1)(§3—§2)_(1+1) (1—0) ¢3(§) ZEJ(I &) (2'27)

Goriildiigii gibi, parent bazlar, {i¢c tane bagimsiz, ikinci dereceden polinomdan
olusmaktadir.
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Sekil 2.10 Parabolik baz fonksiyonlarinin ¢alisma

uzayina dagitilmasi.

(2.13), (2.14) ve (2.15) denklemleri kullanilarak, yerel baz fonksiyonlar1 elde

edilir.
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Sonugta, yerel baz fonksiyonlarinin ortak nodlarda birlestirilmesiyle, parcali

baz fonksiyonlar1 elde edilir.

Bu baz fonksiyonlarinin sayisi; nod sayisi, N ve global eleman sayisi, G olmak

lizere,

NG—-(G-1)=33-(3-1)=7"dir.

I—O' P L @ P & @ e

({)(1) z ,zeQ
o,(z)=1 =) ‘ (2.28)
0 ,z diger

&)(1) z ,zeQ)
b, (z)=4 (=) 1 (2.29)
0 ,Z diger

(i)(zl)(z) ,ZGS_Z1

¢:(z)=18"(z) .ze, (2.30)
0 ,z diger

&)(2) z ,zeQ

0i(2)=1 ) ’ 2.31)
0 ,z diger

&>§2)(z) ,zeQ,

¢05(z) =407 (z) .zeQ, (2.32)
0 ,z diger

(T)(;)(Z) ,2€Q,

s (2) = (2.33)
0 ,z diger




(2.34)
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BOLUM UC

TARTISMA

3.1 SONLU ELEMANLAR YONTEMININ, KURESEL BOLGE iCINDEKI
SERBEST BiR PARCACIGIN SCHRODINGER DENKLEMINE
UYGULANMASI

A

H , Hamiltoniyen operatorii ve E, enerji 6zdegeri olmak iizere, Schrodinger
denklemi sudur:

Hy =Ey (3.1)

Hamiltoniyen’i acarsak, denklem,

{_hz V2 +V(r)}//:El// (3.2)
2m

bigimini alir. V? *nin ve dalga fonksiyonunun, kiiresel koordinatlardaki yazimlar,

2
@zzizi(,,i} ! i(sineij+—2 |0 (3.3)
r- or or) r-siné 060 00) r°sin” 0 o¢

y=R(r)0(0)d(9) (3.4)

bi¢cimindedir. Bunlar1 yavas yavas Schrodinger denklemine yerlestirirsek,

1o » 0 | o(. .0 1 0’
- | U= |t —| sin0— [+ — |v+V(r)y=E 3.5
2m_r28r( Grj rzsinﬁﬁﬁ( aej rzsinzeaq,z}“’ ()y=Ey (3.5

r’sin6 do

n [ oo d(zde RO d(. d@j RO d’0®
——| T — |+ sSin0— |+—5——; >
2m| r° dr dr r sin” 0 d¢

do (3.6)
-[E-V(r)|RO® =0

Eger ¢ ’li terimi bir yana cekersek,

®d® R dr 37

2 ) . 2 .2
1 do _sin Bi[rz dR]_smGi( d@)j_Zmr sin e[E—V(r)]

— sin6—
dr ® do do K’

denklemi elde edilir. denklemin sol yani, r ve 0’dan bagimsiz olup bir sayiya

denktir:

20
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2
é(:k;) =—mf ; m, =0,£1,%£2,.... (3.8)
Buradan,
2
(ild)q; =-m,; O (3.9)

denklemi yazilabilir. m, , acisal momentum kuantum sayisidir.

(3.7) denkleminin sol yanina esitledigimiz say1y1, sag yaniyla da esitlersek,

. . 2 i2
_sin ei(rz de_smei£ d@)_Zmr_sm@[E_V(r)]:_m; (3.10)

— sin9—
R dr dr ® do do h*

bulunur. Simdi de 0 ’lilar1 bir yana ¢ekersek,

2 2
e _ ! i[sined—(ajziiﬂrzd—R}z“f [E-V(r)] (3.11)
sin“0 ®sin6 do do R dr dr fi

Burada da esitligin sol yani, r’den bagimsiz olup bir baska sayiya denktir:

m; 1 d( de
sin’0  @®sin6 do

in6— |=A ;o A=L(0+1 3.12
sin dej : (£+1) (3.12)

¢, yortingesel agisal momentum kuantum sayisidir. Bu kez A ’y1, (3.11) denkleminin

sag yanina esitlersek,

li(ﬁ de+ 2y ()] = (e 41)

R dr E h?

2 R (0+1

d 1}+2d_R+2_T E_V(r)_(_z) R=0 (3.13)
dr rdr 7 2mr

(13 2

sonucuna ulasiriz. “ay”, Bohr yaricapi;

[13>42]
r

de niceleyici olmak iizere, denklemi

boyutsuzlastirirsak,

r=ra,, dr=a,dr

2
LOR, 2 dR ol W] a
a; dr* a,rdr 7 2ma;r
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2 2 me(0+1
d}}@d_lfﬂifo E_V(r)_% R=0 (3.15)
dr® 1 dr h 2ma,r
hZ
7T = E, ; E, =13.607¢V (Rydbergenerjisi) (3.16)
0
g B e v (3.17)
ER ER

olmak tizere,

dzRﬁd_R{E_V(r)_f(f_jl)}R:o (318

i’ dr r

denklemi elde edilir. Artik boyutsuz olan denklemimizdeki dalga imgelerini,

yazmada ve okumada kolaylik olsun diye kaldiralim:

d’R 2dR
+——-

e(e+)]
SR [E—V(r)— _ }R_o (3.19)

r

Denklemi, r=0’daki tanimsizlik ya da siireksizlik noktasindan kurtarmak i¢in,

su doniistimii yapalim:

S=Rr (3.20)
d—Z[§J+31(§j+[E—v(r)—WZH)F=o (3.21)
dr-\r rdrir r r

i§+[E—V—€(£—j1)}S:O (3.22)
dr r

Galerkin yontemiyle,

s(r)zg{E-v(r)-f(‘;jl)}s (3.23)
G=[gns()dr ; g(r)=bs" (3.24)

g(r), agirhik fonksiyonudur. Buradaki b, bir say1 da olabilir, r'ye bagh bir

fonksiyon da. S” ise, S’nin transpozudur.
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G=[g(r )deng ESdr - jg ) VSdr— jg D, ¢(£+1)Sdr

Q
Yukaridaki siireksizlik sorunu, ilgili boliimii seriyi agmakla da ¢oziilebilir,
agirhk fonksiyonu g(r)=r>S” olarak tamimlanarak da. Ayrica ilk integrale,

degisken degistirme yontemi uygulanirsa,

d’s
_ dv=2"4r
u=g(r) o
ds
d "(r)d —
u=g'(r) v "

" —jerT ~dr j : dS d r+ [ ST ESdr - [ r*S"VSdr
"o o o (3.28)
— (0 +1)[ 7 Sdr
Q
n, tiim lokal elemanlarin sayis1 olmak iizere,
S =Y SN;(1); S'()=D_8"N"i(r) ; V() =D VN i(r) (3.29)
i=1 i=1 i=1
tanimlamalar1 yerlerine konursa,
r2STNTS, an, jzsNTSdid
" dr dr
n T
G=Y 1 -[rsI ==+ AN g AN, 4, +E_|. 2STNTS.N dr (3.30)
prall S dr ' dr
— [#*SI NIV,N,S,N,dr— (¢ +1)[ STN] S,N,dr
Q Q
" dN, d dN! dN,
G=> 8T r*N] =~ ijT N g [r*=—="tdr+E[r’N]Ndr
pry dr dr 5 dr dr 2

(3.31)
— [NV NN dr =0+ D] NiTNidr}Si
Q

Q
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Burada 6rnegin, ZNiTNl. =N/N,+N]N, +..+ NN, *dir. Bu agilim, aym

i=1
zamanda, N = (N,,N,,..,N,) ve NT = (NIT,N;,...,NHT) bi¢iminde tanimlanmis

iki vektoriin skaler carpimindan ¢ikan sonugtur.

Varyasyonel metodu uygularsak, G, en diisiik degerine, S ye veya S;i’ye gore

tiirevi alinirsa ulasir.

dG

=0 3.32
5 (3.32)
dN _ dNT dN .
PPNT—| " —2j —j ¥’N'N dr
dar % o
—J.rZZVTVN]Vdr—E(Z+1)IZVTZVdr:O (3.33)
Q Q

Dalgafonksiyonunun, sinirlarda sifir olmasi gerektiginden, r, =7, = 0’dir. Bundan

sonra, toplamay1 lokal elemanlar {lizerinden degil de, global elemanlar iizerinden

yapmak i¢in (s: global eleman sayisti),

,dN" dN N
2erT—dr—j —dr+E [r*N"N dr
- dr dr S
' ' (3.34)
- j rzlvTV]V]Vdr—f(€+l)INTﬁdr =0
j Q;
Global degiskenden, yerel degiskene doniisiim yapilirsa,
| . | > | |
| | | | | |
T r Tjsi 0 u 1
O=ar;+b
u=ar+b
l=ar,, +b
Buradan da,
ae— L o (3.35)



bulunur.

r:hju+rj dr:hjdu

Boylece denklem, soyle yazilir:

S L(hu+
2j(hu+r)NT—Nd j(f” 7)) dN" dN
]1 du 0 h, du du

1 1
+ E[hy(hu+r,) N'Ndu — [ h,(hju+r,)’ N'VNNdu
0 0

1
—£(€+l)thZVTZVdu} ~0
0

(3.38) denklemindeki integralleri, teker teker adlandirirsak,

. _
—r dN

a=2|(hu+r)N" —du
-! o du

1 AT 1 AT
:Zh/_[u]vrd—Ndu+2r/I]VTd—Ndu
' u s du

b j(hjuw) dN' dN
0 j du du
1
:Lj(hj2u2+2h/r/u+r )—d—Ndu
h_/. 0 ’ du du
1 7T 21 37T
, dNT dN dN l’, dN dN
h].([u —du 2rJ. Y du h_-([ o
J

1
¢=E[h(hu-+r) N'Ndu
0

1 1 1
= Eh‘?J.uZZVTZVdu + 2Eh‘frjjiu]VT1Vdu + Ehjrjzj]vTZVdu
0

0

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

25
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1
¢ = [, (hu+r,) N'VNNdu
0

1 1 1
b, [w’N"VNNdu +2h}r, [uN"VNNdu +h,r} [ N"VNNdu (3.42)
0 0

0

1
d=10(0+ 1)j h,N" Ndu
0

1
=00 +1)hjjz\7Tszu (3.43)
0

Boylelikle denklemimizi kisaca,

a+b+¢+d=c

ve uzunca,
1 3T 1 T
2hjju]de—Ndu +2rj'[]VTd—N u
0 du 0 du

1 =T 1
+h/Iu2dN d—Ndu+2rqu
0 du du

dNT dN 7P LANT dN
—du+ I
du du 0

1 1 1
+ I [u’ N"VNNdu +21r, [uN"VNNdu +h,r; | N"VNNdu
0 0

0

1 1 1 1

+0(0+h, [ N"Ndu = E} [u’N" Ndu +2ERr, [uN" Neu + Ehr} [ N Ndu (3.44)
0 0 0 0

diye yazabiliriz. Parcacik kuyu icinde serbestce dolastigr i¢in, V' =0’dir. Bunu

g6zoniine alarak, denklemi yeniden diizenlersek:

1

_ X _
2th-u]VTd—Ndu +2rj.|.]VTd—Ndu

0 U 0 du

1 7T 1T 1 37T AT 21 7T 177
+hj.|.u2dN d—Ndu+2rj.[udN d—Ndu+iJ.dN d—N u

0 du du v du du hj o du du

1 1 1 1
+0(0+Dh, [ N"Ndu = Eb} [u’N" Ndu +2ERr, [uN" N + Eh,r} [ N' Ndu~ (3.45)
0 0 0 0



elde edilir.

3.2 Sonu¢
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Bu c¢alismada, kiiresel bosluk igindeki bir serbest parcacigin dalga

fonksiyonlarii ve 6zdegerlerini bulmak i¢in, sonlu elemanlar yontemini kullandik.

Denklem (3.45), ekte verilen MATLAB 7.0.1 ile yazilan programla ¢oziildii

ve elde edilen sonuglar, Bessel fonksiyonlarinin 10™"* duyarlikli gergek kokleri ile

karsilastirildi. Farkli global eleman, toplam nod sayisi ve agisal momentum degerleri

icin elde edilen sonuglar agsagidaki tablolarda verilmistir.

Tablo 3.1°’de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8, toplam nod sayisinin 100,

acisal momentumun 0 alinmast ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.1 Toplam nod sayis1 100, /=0 i¢in elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayisi

4

6

8

Bessel (J12)
Kokleri

Hata*

9,86749220605472
39,4672952535459
88,8111254930629
157,931787038860
246,883232713816
355,740677363829
484,600749539008
633,581674162575
802,823479752941

9,86960433385084
39,4784132507058
88,8263896315752
157,913388470097
246,739034095215
355,302556234763
483,602596384608
631,637000220773
799,402615523922

9,86960440121311
39,4784176342464
88,8264403700142
157,913677931908
246,740154215328
355,305945305625
483,611244449916
631,656470033272
799,442426062896

9,86960440109823
39,4784176042786
88,8264396050728
157,913670334865
246,740109276746
355,305753929951
483,610595330499
631,654607591165
799,437727257620

9,8696044010893

39,478417604357

88,8264396098042
157,913670417430
246,740110027234
355,305758439217
483,610615653379
631,654681669719
799,437956488238

8,93.10"2
7,84.10™"
4,73.10%
8,26.10%
7,50.10"7
451.10°
2,03.10
7,41.10%
2,29.10%

* Verilen hata, global eleman sayisi 8 i¢in elde edilen degerler ile Bessel (J,,) kokleri arasindaki

farktir.
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Tablo 3.2°de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8 toplam nod sayisinin 1000,

ac¢isal momentumun 0 alinmasi ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.2 Toplam nod sayis1 1000, /=0 icin elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayist

2

4

6

Bessel (J15)
Kokleri

Hata*

9,86958321057298
39,4783012760365
88,8262534556050
157,913735463490
246,741239391002
355,309453697891
483,619263213413
631,671749141028
799,468189065952

9,86960440157737
39,4784176047787
88,8264396098093
157,913670415299
246,740110017752
355,305758409891
483,610615578658
631,654681502706
799,437956149312

9,86960440180849
39,4784176050693
88,8264396105103
157,913670418084
246,740110028006
355,305758439965
483,610615654181
631,654681670598
799,437956489314

9,86960440141947
39,4784176050872
88,8264396103193
157,913670417887
246,740110027782
355,305758439746
483,610615653855
631,654681670091
799,437956488762

9,8696044010893

39,478417604357

88,8264396098042
157,913670417430
246,740110027234
355,305758439217
483,610615653379
631,654681669719
799,437956488238

3,30.107"°
7,30.107"°
5,15.10"°
4,57.10"°
5,48.10"°
5,29.10°1°
4,76.10°"°
3,72.107"°
5241071

* Verilen hata, global eleman sayisi 8§ i¢in elde edilen degerler ile Bessel (J,,) kokleri arasindaki

farktir.

Tablo 3.3’de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8 toplam nod sayisinin 100,

acisal momentumun 1 alinmast ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.3 Toplam nod sayis1 100, /=1 i¢in elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayist

2

4

6

Bessel (J3)
Kokleri

Hata*

20,1901607610558
59,6869843453105
118,952887854250
198,042534238326
297,025413265035
415,990080184612
555,044778410920
714,317642292498
893,956825296870

20,1907286217558
59,6795175662398
118,899881999487
197,857871656696
296,554623772859
414,990595569950
553,166189106886
711,081974283623
888,738867260656

20,1907285563344
59,6795159370720
118,899869056367
197,857810402148
296,554408327276
414,989970477930
553,164605301579
711,078348158178
888,731199231706

20,1907285564402
59,6795159441408
118,899869164145
197,857811199460
296,554412177929
414,989984462229
553,164646583822
711,078451935292
888,731427832807

20,190728556427

59,679515944109

118,899869163626
197,857811193377
296,554412135731
414,989984259078
553,164645838089
711,078449733942
888,731422469171

1,32.10™"
3,18.10™"
5,19.10°
6,08.10°%
4,22.10%
2,03.10"
7,46.10"
2,20.10
5,36.10

* Verilen hata, global eleman sayisi 8 i¢in elde edilen degerler ile Bessel (Jy/,) kokleri arasindaki

farktir.
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Tablo 3.4’de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8 toplam nod sayisinin 1000,

ac¢isal momentumun 1 alinmasi ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.4 Toplam nod sayis1 1000, /=1 i¢in elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayist

2

4

6

Bessel (J3)
Kokleri

Hata*

20,1907231944012
59,6795911127272
118,900397048522
197,859645120785
296,559081649857
414,999890212025
553,183255488132
711,110491853028
888,783082462433

20,1907285568080
59,6795159445400
118,899869164126
197,857811194310
296,554412138050
414,989984264814
553,164645851131
711,078449761518
888,731422523306

20,1907285568600
59,6795159448142
118,899869164355
197,857811194101
296,554412136454
414,989984259720
553,164645838803
711,078449734673
888,731422469767

20,1907285565011
59,6795159441610
118,899869163938
197,857811193671
296,554412136097
414,989984259358
553,164645838676
711,078449734339
888,731422469624

20,190728556427

59,679515944109

118,899869163626
197,857811193377
296,554412135731
414,989984259078
553,164645838089
711,078449733942
888,731422469171

74110
5,20.10™"
3,12.107"°
2,94.10°
3,66.10"°
2,80.10°"°
5,87.10°"°
3,97.10™"°
4,53.10™"

* Verilen hata, global eleman sayisi 8§ i¢in elde edilen degerler ile Bessel (J,,) kokleri arasindaki

farktir.

Tablo 3.5’de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8 toplam nod sayisinin 100,

acisal momentumun 2 alinmast ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.5 Toplam nod sayis1 100, /=2 i¢in elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayist Bessel (Js) Hata*
) 4 6 3 Kokleri

33,2176319799641 | 33,2174619136156 | 33,2174619142742 | 33,2174619142893 | 33,21746191427 1,93.10™"
82,7366183541976 | 82,7192311114784 | 82,7192311015033 | 82,7192311015131 | 82,71923110149 2,31.10™"
151,943773488324 | 151,854874861021 | 151,854874164081 | 151,854874164075 | 151,85487416407 5,00.107"2
240,974727690944 | 240,702913969638 | 240,702906585794 | 240,702906585429 | 240,70290658542 8,98.107"2
349,923299269991 | 349,280122831851 | 349,280079898095 | 349,280079892086 | 349,28007989207 1,60.10™"
478,891996733803 | 477,591996263343 | 477,591818595350 | 477,591818542041 | 477,59181854202 | 2,10.10™""
628,000205929633 | 625,640911225237 | 625,640324364426 | 625,640324036578 | 625,64032403647 1,08.107°
797,386346489011 | 793,428280355728 | 793,426632021802 | 793,426630459366 | 793,42663045853 8,36.107"°
987,208662048871 | 980,955376877927 | 980,951282735939 | 980,951276579778 | 980,95127657457 521.10%
1197,64561463063 | 1188,22381788475 | 1188,21458673427 | 1188,21456582392 | 1188,21456579725 | 2,67.10™

* Verilen hata, global eleman sayisi 8 i¢in elde edilen degerler ile Bessel (Jy/,) kokleri arasindaki

farktir.
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Tablo 3.6’de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8 toplam nod sayisinin 1000,

acisal momentumun 2 alinmasi ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.6 Toplam nod sayis1 1000, /=2 i¢in elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayist Bessel (Js) Hata*
) 4 6 2 Kokleri

33,2174635841697 | 33,2174619145896 | 33,2174619150041 | 33,2174619141956 | 33,21746191427 74410
82,7194018598975 | 82,7192311019848 | 82,7192311020901 | 82,7192311015365 | 82,71923110149 4,65.10""
151,855747174964 | 151,854874164541 | 151,854874164739 | 151,854874164190 | 151,85487416407 1,20.107"°
240,705575562825 | 240,702906585871 | 240,702906586182 | 240,702906585483 | 240,70290658542 6,30.107"
349,286394301025 | 349,280079892506 | 349,280079892756 | 349,280079892010 | 349,28007989207 6,00.107"
477,604578817693 | 477,591818542584 | 477,591818542710 | 477,591818541891 | 477,59181854202 1,29.10°1°
625,663476813748 | 625,640324037445 | 625,640324037157 | 625,640324036579 | 625,64032403647 1,09.107°
793,465463812185 | 793,426630460572 | 793,426630459222 | 793,426630458736 | 793,42663045853 2,06.107"°
981,012615271806 | 980,951276578976 | 980,951276575211 | 980,951276574880 | 980,95127657457 3,10.10°71°
1188,30696656455 | 1188,21456580675 | 1188,21456579793 | 1188,21456579748 | 1188,21456579725 | 2,30.107'°

* Verilen hata, global eleman sayisi 8 i¢in elde edilen degerler ile Bessel (Jy/,) kokleri arasindaki

farktir.

Tablo 3.7°de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8 toplam nod sayisinin 100,

acisal momentumun 3 alinmast ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.7 Toplam nod sayis1 100, /=3 i¢in elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayist

2

4

6

Bessel (J4)
Kokleri

Hata*

48,8325000684065
108,545079256175
187,762378635049
286,767936734427
405,697292636170
544,672353657872
703,824952198157
883,303270720225
1083,27412590327
1303,92397268101

48,8311936429833
108,516358905018
187,635840073199
286,408972076504
404,887158630230
543,088212407144
701,019898666811
878,686375510744
1076,09053759234
1293,23514106818

48,8311936436239
108,516358830162
187,635838307000
286,408957406587
404,887083737450
543,087927836347
701,019014782670
878,684006729868
1076,08486876377
1293,22274096728

48,8311936436429
108,516358830171
187,635838306967
286,408957405359
404,887083722298
543,087927721537
701,019014148125
878,684003935419
1076,08485841025
1293,22270750182

48,83119364362
108,51635883016
187,63583830695
286,40895740534
404,88708372229
543,08792772150
701,01901414186
878,68400393355
1076,08485839956
1293,22270745096

2,29.10™"
1,10.10"
1,70.10™"
1,90.10™"
7,96.107"
3,69.10™"
6,27.10%
1,87.10%
1,07.10®
5,09.10%

* Verilen hata, global eleman sayisi 8 i¢in elde edilen degerler ile Bessel (J,,) kokleri arasindaki

farktir.
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Tablo 3.8’de global eleman sayisinin 2, 4, 6 ve 8 toplam nod sayisinin 1000,

acgisal momentumun 3 alinmasi ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.8 Toplam nod sayis1 1000, /=3 i¢in elde edilen sonuglar

Global Eleman Sayist

2

4

6

Bessel (J7)
Kokleri

Hata*

48,8312064753420
108,516640911630
187,637081066291
286,412482529336
404,895038367259
543,103479733410
701,046547292427
878,729313138101
1076,15534500710
1293,32757448889

48,8311936440286
108,516358830698
187,635838307454
286,408957405829
404,887083722788
543,087927722172
701,019014149140
878,684003936312
1076,08485840557
1293,22270746365

48,8311936441037
108,516358830694
187,635838307420
286,408957406022
404,887083722945
543,087927722095
701,019014148450
878,684003934089
1076,08485840024
1293,22270745155

48,8311936445129
108,516358830003
187,635838306918
286,408957405372
404,887083722413
543,087927721706
701,019014147880
878,684003933856
1076,08485839981
1293,22270745120

48,83119364362
108,51635883016
187,63583830695
286,40895740534
404,88708372229
543,08792772150
701,01901414186
878,68400393355
1076,08485839956
1293,22270745096

8,93.107"°
1,57.10
3,20.10™"
3,20.107!
1,23.10°1°
2,06.10™"°
6,02.10"
3,06.107"°
2,50.107"°
2,40.10™°

* Verilen hata, global eleman sayisi 8 i¢in elde edilen degerler ile Bessel (Jy/,) kokleri arasindaki

farktir.

Asagidaki sekillerde, global elaman sayisi 8, toplam nod sayist 1000 olmak iizere

agisal momentumun O,

fonksiyonlariin degisimleri verilmistir.

I, 2 ve 3 degerleri i¢cin normalize edilmis dalga
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Sekil 3.1 Global eleman sayis1 8, toplam nod sayis1 1000 ve
/=0 i¢in dalga fonksiyonlari.
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Sekil 3.2 Global eleman sayis1 8, toplam nod sayis1 1000 ve
/=1 i¢in dalga fonksiyonlari.
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Sekil 3.3 Global eleman sayis1 8, toplam nod sayis1 1000 ve
[=2 i¢in dalga fonksiyonlari.
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Sekil 3.4 Global eleman say1s1 8, toplam nod sayis1 1000 ve
/=3 i¢in dalga fonksiyonlari.



Tablolardan da goriilecegi gibi, toplam nod sayilar1 100 ve 1000 degerlerine
karsilik, global eleman sayisi arttirilirsa elde edilen ¢oziimlerin Bessel denkleminin
koklerine 107% duyarhliga kadar yaklastigi goriilmektedir. Diger taraftan global
eleman sayist ile birlikte toplam nod sayisi da arttirilirsa istenilen duyarliliga

yaklagilabilir.

/=0 i¢in elde edilen sonuglar, sonsuz kuyu problemindeki ¢ozlimlerle ayni
olmalidir. Sekil 3.1°’den de goriilecegi gibi elde edilen dalga fonksiyonlari,
n=1,2,3,... olmak iizere sin(nnx) bi¢cimindedir. Sonsuz kuyu ¢dzlimleri i¢in ayrica
enerji Ozdegerlerinin pi sayisinin  karesine bolimii, tam sayilarinin karesini
vermelidir. Bu tezde hesaplanan degerlerle karsilastiracak olursak (Tablo 3.2) elde
edilen sonuglarin sonlu elemanlar yonteminin bu tiir calismalarda hassas ¢oziimler

vereceginin diger bir kanitidir.

Tablo 3.9 Sonlu elemanlar yontemi kullanilarak bulunan

sonsuz kuyu 6zdegerleri ile analitik ¢oziimlerinin

karsilastirilmasi.

n Sonsuz Kuyu | Bu calisma
1 1,0 1,00000000003345
2 4,0 4,00000000007394
3 9,0 9,00000000005218
4 16,0 16,0000000000464
5 25,0 25,0000000000555
6 36,0 36,0000000000536
7 49,0 49,0000000000482
8 64,0 64,0000000000377
9 81,0 81,0000000000526
10 100,0 100,000000000057
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EK

Bilgisayar Programlan

Denklem (3.45)’i cozen MATLAB programa:

function [V,D,NumOfTotalNodes,ozde, flag] =

freebessell (NumOfGlobalNodes, NumOfTotalNodes, maxangularmom, radius)
InfiniteWell.m

define problem parameters

o

e

% radius Interms of Bhor radius

% NumOfGlobalNodes number of global nodes in global element
% NumOfTotalNodes approximate number of total nodes

tic

o

% define mesh parameters
NumOfGlobalElements=floor ( (NumOfTotalNodes—-1)/ (NumOfGlobalNodes-1)) ;
NumOfTotalNodes= (NumOfGlobalNodes-1) *NumOfGlobalElements +1;

% number of total nodes
NumOfStates=10;

ozde=zeros (NumOfStates, maxangularmom) ;
for angularmom=0:maxangularmom

h=radius/NumOfGlobalElements; % length of each element

o

% define mesh
nodecoor=linspace (0, radius, NumOfGlobalElements+1l)"' ; % global
element node coordinates
$nodecoor=linspace (0, radius, NumOfTotalNodes) ' ;
$nodematris (:, :)=nodecoor

o)

% define operators

K=sparse (NumOfTotalNodes, NumOfTotalNodes) ; % stiffness matrix
of system

M=sparse (NumOfTotalNodes, NumOfTotalNodes) ; % mass matrix of
system

Q

% stiffness and mass matrix for an element

[Mel Me2 Me3 Kel Ke2 Ke3 Ked Keb Keo]=
CalculateMKZ (NumOfGlobalNodes) ;

% compute stiffness and mass matrix of system

for e=1:NumOfGlobalElements

sctr = (e-1)* (NumOfGlobalNodes-1) + (1:NumOfGlobalNodes) ;
K(sctr,sctr) = K(sctr,sctr) + Kel(:,:)*h + Ke2(:,:)*2*nodecoor(e) +
Ke3(:,:)* (nodecoor (e)”"2)/h
+ Ked (:,:)*2*h + Ke5(:, :)*2*nodecoor (e) +
Ke6 (:, :)*h*angularmom* (angularmom+1) ;
M(sctr,sctr) = M(sctr,sctr) + Mel(:,:)*h"3 +

Me2 (:, :)*h* (nodecoor (e)"2) + Me3(:,:)*2*h"2*nodecoor(e) ;
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end

full (K)

% stiffness matrix of system with Diriclet Boundary Condition
KK=sparse (NumOfTotalNodes-2,NumOfTotalNodes-2) ;

o)

% mass matrix of system with Diriclet Boundary Condition
MM=sparse (NumOfTotalNodes-2, NumOfTotalNodes-2) ;

KK(:, :)=K(2:NumOfTotalNodes-1,2:NumOfTotalNodes-1) ;
MM (:, :)=M(2:NumOfTotalNodes-1,2:NumOfTotalNodes-1) ;

clear K M;
opts.disp=0;
opts.tol=2*eps;

[V,D,flag] = eigs (KK,MM,NumOfStates, 'sm',opts);
if flag ~=0
dlsp (v************************************************l) ;
disp ([num2str (toc), "’ THE ENERGY EIGEN VALUES HAVE NOT TRUE
VALUES']) ;

dlSp ( LR i a b S b e S b I S b S b I S b I S b e A b S b S S b S S S S b S b S b S b i ] ) ;

end

%V/r dénisiimi
r=linspace (0O+eps, radius, (NumOfTotalNodes-2)) ;

for i=1:NumOfStates

R(:,1)=V(:,1)"./r;

end
xNodes=linspace (0, radius, NumOfTotalNodes-2) ;

%6zdegerler

dielem=diag (D) ;

ozde (:,angularmom+l)=dielem;
angularmom=angularmom+1;

end

Dl=vpa (sort ((diag(D))),15)

o

% Create textbox

figure (1) %$dalga fonksiyonlara

annotationl = annotation(figure(l), 'textbox', 'Position', [0.4857
0.8548 0.2535 0.1453], 'LineStyle', 'none', 'String', {'\psi(r) '}, ...
'FitHeightToText', 'on'); $Grafik isminin ortalanmasi

subplot(4,1,1
ylabel ("\psi
subplot (4,1,2

) plot(r,V(:,1)*(-1),'k"),grid,xlabel('r"),

1

),
ylabel ("\psi 2(

)

3

) ")
plot(xr,V(:,2),'k"),grid,xlabel ('r'"),
r)")

, plot(r,V(:,3),'k"),grid,xlabel('r"),
(r)")

(r

subplot (4,1, 3
ylabel ('"\psi



subplot (4,1,4

), plot(r,V(:,4),'k"),grid,xlabel('r"),
ylabel ('\psi 4(r)'

)

figure (2) %$dalga fonksiyonlarinin karesi
annotationl = annotation (figure(2), 'textbox', 'Position’', [0.4857

0.8548 0.2535 0.1453], 'LineStyle', 'none', 'String', {'\psi®2(r) "'}, ...

'FitHeightToText', 'on') ;

subplot(4,1,1), plot(r,V(:,1).*V(:,1),'k"),grid,xlabel('x"),
ylabel ("\psi®2 1(r)")

subplot (4,1,2), plot(r,V(:,2).*V(:,2),'k"),grid,xlabel('r"),
ylabel ('"\psi®2 2(r)")

subplot(4,1,3), plot(r,V(:,3).*V(:,3),'k"),grid,xlabel('r"),
ylabel ('"\psi”®2 3(r)")

subplot (4,1,4), plot(r,V(:,4).*V(:,4),'k"),grid,xlabel('r"),
ylabel ('"\psi®2 4(r)")

toc

Bessel fonksiyonlarini ¢ozen MATLAB programi:

clear

xo=zeros (3,1);
x=0:0.01:10;

[]J ierr]=bessel] (0,x);
b=length (j);

k=1;
for i=1: (b—l)
ifj i)*3(i+1) < 0
o(k)=x(1);k=k+1;
end
end

X=zeros (length (xo),1);
for 11=1:1ength (x0)

gg = inline ('bessel]j (0,x1)");

%X (11l) = fzero(gg,xo0(ll),optimset('disp','iter'")) -
X(11) = fzero(gg,xo(1ll)) ;

end

X



